





















Розглянута нова нелінійна задача поширення 
хвиль в системі «рідкий шар з твердим дном – рід-
кий шар з вільною поверхнею». Для досліджен-
ня застосовано метод багатомасштабних розви-
нень. Отримані розв’язки перших наближень та 
еволюційні рівняння обвідних хвильових пакетів 
на поверхнях поширення хвиль. Проведено аналіз 
форми хвиль на поверхні контакту та на віль-
ній поверхні. Вказані області, в яких хвилі мають 
затуплений гребінь і загострену підошву і навпаки
Ключові слова: нелінійні хвилі, двошарова ріди-
на, форма хвильового пакету, вільна поверхня
Рассмотрена новая нелинейная задача распро-
странения волн в системе «жидкий слой с твердым 
дном – жидкий слой со свободной поверхностью». 
Для исследования применен метод многомасштаб-
ных разложений. Получены решения первых при-
ближений и эволюционные уравнения огибающих 
волновых пакетов на поверхностях распростране-
ния волн. Проведен анализ формы волн на поверх-
ности контакта и на свободной поверхности. 
Указаны области, в которых волны имеют зату-
пленный гребень и острую подошву и наоборот
Ключевые слова: нелинейные волны, двухслой-
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1. Вступ
Дослідження хвильових рухів в рідинах в залежності 
від різних типів стратифікації є однією з важливих при-
кладних задач сучасної науки. Це обумовлено, напри-
клад, тим, що ці рухи є невід’ємною складовою вивчення 
динаміки Світового океану. Також дослідження хвиль 
в стратифікованих системах скінченного об’єму (резер-
вуари різного типу) має багато практичних застосувань.
Моделювання хвильових рухів в шаруватих рід-
ких системах, стратифікованих за густиною, потребує 
досить складного математичного апарату та громізд-
ких аналітичних перетворень та чисельних обчислень. 
Тому для задач такого класу використовують, як допо-
міжні інструменти, комп’ютерні математичні пакети 
спеціального призначення, як то MatLab, Maple та ін.
Таким чином, актуальним є дослідження та аналіз 
проблеми про поширення внутрішніх та поверхневих 
хвильових пакетів в гідродинамічній системі «шар з 
твердим дном – шар з вільною поверхнею» із застосу-
ванням методу багатомасштабних розвинень з враху-
ванням сили поверхневого натягу на вільній поверхні 
та на поверхні контакту.
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми
Вивчення внутрішніх хвиль скінченної ампліту-
ди отримало велику увагу численних дослідників: 
Останні дослідження довгих поодиноких хвиль як в 
атмосфері, так і в океані надали додаткової зацікавле-
ності до цього явища. Більша частка виконаної теоре-
тичної роботи була пов’язана з аналізом хвильових ру-
хів в системах, де внутрішні хвилі є слабколінійними 
і довгими по відношенню до повної товщини рідини. 
Подібні процедури приводять до рівняння Кортеве-
га-де Вріза, що описують еволюцію хвильових рухів 
та баланс між нелінійністю і дисперсією. Це рівняння 
було досить добре вивчене, а також знайдені методи, 
що дають точні розв’язки для довільно визначених 
початкових умов.
З іншого боку, моделі для двовимірних хвиль були 
виведені лише для мілкої води (рівняння Буссінеска). 
Рівняння Кадомцева-Петвіашвілі для слабконеліній-
них двовимірних хвиль були запропоновані для гли-
бокої води. Всі ці моделі придатні лише для певного 
інтервалу відношень товщини і довжини хвилі.
Аналізом поширення хвиль-вбивць та хвиль типу 
цунамі активно займається Доценко. Зокрема, у роботі 
[1] на основі даних спостережень в північно-західній 
частині Чорного моря виконано аналіз аномальних ві-
трових хвиль (хвиль убивць). В [2] у рамках нелінійної 
теорії методом скінченних різниць виконано аналіз 
розповсюдження хвиль цунамі з басейну в прямолі-
нійний канал сталого прямокутного поперечного пере-
різу. Виявлено, що максимальна висота хвиль у каналі 
реалізується для осередків цунамі, розташованих на 
материковому схилі навпроти входу в канал.
У [3, 4] експериментально дослідженні профілі сто-
ячих гравітаційних двовимірних хвиль. Показано, що 
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для даних хвиль має місце система вторинних цирку-
ляційних течій, які охоплюють всю товщину рідини.
Найфе [5] використовував метод багатомасштаб-
них розвинень для виведення пари диференціальних 
рівнянь у частинних похідних, які описують еволюцію 
хвильових пакетів скінченної амплітуди на поверхні 
контакту двох напівнескінченних рідин з різними 
густинами, враховуючи ефект поверхневого натягу. В 
результаті було отримано два альтернативні нелінійні 
рівняння Шредінгера та досліджено стійкість хвильо-
вих пакетів скінченної амплітуди.
Аналогічна задача про поширення хвильових па-
кетів на поверхні контакту рідкого півпростору і рід-
кого шару над ним вивчалась в [6]. Цими авторами 
досліджувалась проблема стійкості хвильових пакетів 
в системі «шар – півпростір» методом багатомасштаб-
них розвинень до третього порядку [7]. В статтях, що 
опубліковані в останній час, розглянуті різні аспекти 
четвертого наближення проблеми еволюції неліній-
них хвильових пакетів [8]. Також виведене еволюційне 
рівняння для хвильових чисел близьких до критич-
ного [6], досліджено стійкість розв’язків указаних 
рівнянь [7]. Області резонансу другої гармоніки, на-
прямок поширення хвиль, форма хвильового пакету в 
системі «шар – півпростір» описані в статті [9].
В приведеному нижче аналізі представлені в основ-
ному сучасні дослідження. В [10] доведено виникнення 
вертикальних вібрацій при взаємодії верхньої рідини з 
нижнім селевим потоком. Дані вібрації обумовлені гене-
руванням внутрішніх хвиль в пікноклині. В роботі [11] в 
рамках другого наближення теорії мілкої води досліджу-
ється поширення внутрішніх хвиль в двошаровій рідині, 
яка обмежена зверху і знизу. В [12] в рамках капілярх-
но-гравітаційної постановки досліджується поширення 
двох хвильових пакетів в одному напрямку але різної 
довжини хвиль. Експериментальне дослідження поши-
рення хвиль в двошаровій рідині представлене в [13]. 
Хвилі генеруються розрідженням зверху, що призводить 
до формування струї вздовж дна. В [14] представлені 
експерименти по поширенню хвиль в двошаровій рідині 
з урахуванням скінченої товщини поверхні контакту. В 
[15] отримані аналітичні розв’язки задачі про поширення 
хвиль в кусково-постійній двошаровій рідині, обмеженої 
зверху і знизу жорсткими границями.
Представлене в даній роботі дослідження присвячене 
аналізу поширення хвиль в двошаровій рідкій системі 
скінченної глибини. Зокрема, в статті виведені еволю-
ційні рівняння обвідних хвильових пакетів та проведено 
аналіз форми внутрішніх та поверхневих хвиль.
3. Цілі та задачі дослідження
Метою проведених досліджень було отримання якіс-
них та кількісних характеристик поширення внутрішніх 
та поверхневих хвиль в двошаровій системі «рідкий шар 
з твердим дном – рідкий шар з вільною поверхнею».
Сформулюємо основні завдання дослідження:
– вивід еволюційних рівнянь обвідних хвильових 
пакетів для гідродинамічної системи «шар з твердим 
дном – шар з вільною поверхнею»;
– аналіз форми хвильових пакетів на поверхні кон-
такту та на вільній поверхні;
– фізична інтерпретація результатів.
4. Постановка та методи дослідження поширення хвиль 
в системі «рідкий шар з твердим дном – рідкий шар з 
вільною поверхнею»
Розглянемо поширення хвильових пакетів в 
двошаровій гідродинамічній системі, яка склада-
ється з двох шарів { }1 1(x,z) : x , h z 0Ω = < ∞ − ≤ <  та { }2 2(x,z) : x , 0 z hΩ = < ∞ ≤ ≤ . Густини шарів позначи-
мо як 1ρ  та 2ρ  відповідно. Дану задачу розглядаємо в 
плоскому варіанті. Функції, що описують відхилення 
поверхні контакту двох шарів та вільної поверхні вве-
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тут jϕ  (j 1,2)=  потенціали швидкості в jΩ , η  – від-
хилення поверхні контакту, 0η  – відхилення віль-
ної поверхні, T  та 0T  – коефіцієнти поверхневого 
натягу на поверхні контакту та на вільній поверхні, 
α  – коефіцієнт нелінійності, 1 2/ρ = ρ ρ  – відношення 
густин рідких шарів. Вважаємо, що коефіцієнт не-
лінійності α значно менший за одиницю, тому дана 
модель описує слабконелінійну двошарову систему 
з дисперсією.
Для розв’язування задачі використаємо метод 
багатомасштабних розвинень до третього порядку. 
Представимо шукані функції відхилення поверхні 




n 0 1 2 0 1 2
n 1
(x,t) (x ,x ,x ,t ,t ,t ) O( )−
=
η = α η + α∑ , (7)
3
n 1 3
0 0n 0 1 2 0 1 2
n 1
(x,t) (x ,x ,x ,t ,t ,t ) O( )−
=
η = α η + α∑ , (8)
3
n 1 3
j jn 0 1 2 0 1 2
n 1
(x,z,t) (x ,x ,x ,z,t ,t ,t ) O( ), j 1,2,−
=
ϕ = α ϕ + α =∑    (9)
де jjx x= α  та 
j
jt t= α  (j=0, 1, 2).
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5. Результати дослідження поширення хвиль в 
двошаровій гідромеханічній системі
5. 1. Перші лінійні наближення та їх розв’язки 
Підставляючи (7)–(9) у (1)–(6) та прирівнюючи 
вирази при однакових степенях α , отримаємо три на-
ближення досліджуваної задачі:
задача першого наближення (при 0α )
0 0j1,x x j1,zz
0ϕ + ϕ =  в jΩ ,
01,t j1,z
0η − ϕ =  на z 0= ,
001,t 21,z
0η − ϕ =  на 2z h= , 
0 0 0 011,t 21,t 1 1,x x
(1 ) T 0ϕ − ρϕ + − ρ η − η =  на z 0= ,
0 0 021,t 01 0 01,x x
T 0ϕ + η − η =  на 2z h= ,
11,z 0ϕ =  на 1z h= − . (10)
Задача другого наближення (при α)
0 0 0 1j2,x x j2,zz j1,x x
2ϕ + ϕ = − ϕ  в jΩ ,
0 1 0 02,t j2,z 1,t 1,x j1,x 1 j1,zz
η − ϕ = −η − η ϕ + η ϕ  на z 0= ,
0 1 0 002,t 22,z 01,t 01,x 21,x 01 21,zz
η − ϕ = −η − η ϕ + η ϕ  на 2z h= ,
0 0 0 0 112,t 22,t 2 2,x x 11,t
(1 ) Tϕ − ρϕ + − ρ η − η = −ϕ −
( ) ( )
0 1 0 0
2 2





21,x 21,z 1,x x0.5 2T+ ρ ϕ + ϕ + η  на z 0= ,
0 0 0 1 022,t 02 0 02,x x 21,t 01 21,t z




21,x 21,z 0 01,x x0.5 2T− ϕ + ϕ + η  на 2z h= ,
12,z 0ϕ =  на 1z h= − . (11)
Задачу третього наближення не наводимо через 
громіздкість аналітичного запису [16, 17].
Розв’язок задачі першого наближення (10) одержа-
но у вигляді хвиль, що біжать
i i
1 A e A e
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k ch(kh ) (k T k )sh(kh )
(A e A e ),θ − θ
 ω − − + −ω






(A e A e )
ch(kh ) (k T k )sh(kh )
θ − θωη = +
ω − +
, (12)
де A(x1, x2, t1, t2) і 1 2 1 2A(x , x , t , t ) – обвідна хвильового 
пакету на поверхні контакту і комплексно спряжена 
до обвідної хвильового пакету А, 0 0kx tθ = − ω , k – хви-
льове число центру хвильового пакету та ω  – частота 
центру хвильового пакету. З формул (12) неважко по-
бачити зв’язок між обвідною внутрішнього хвильового 












Підставляючи розв’язки (12) у динамічну умову 
на вільній поверхні задачі першого наближення (10), 
отримуємо дисперсійне рівняння
2 3




(k T k )cth(kh )
cth(kh )
cth(kh ) (k T k )
(1 )k Tk .
 ω − +
ω + ρω = ω − + 
= − ρ +
 
(14)
Частинний розв’язок системи (11) будемо шукати у 
вигляді, записаному через невідомі коефіцієнти
i i
21 11 1 1 10 1B (z h )sh(k(z h ))e B ch(k(z h ))e
θ θϕ = + + + + +
2i
20 1B ch(2k(z h ))e cc
θ+ + + ,
2 2
2 2
i k(h z) 2i 2k(h z)
22 10 11 20
i k(h z) 2i 2k(h z)
10 11 20
(C C z)e C e
(E E z)e E e cc,
θ+ − θ+ −
θ− − θ− −
ϕ = + + +
+ + + +
i 2i
2 0 1 2D D e D e cc
θ θη = + + + ,
i 2i
02 0 1 2F F e F e cc
θ θη = + + + , (15)
де ij ij ij i iB , C , E , D , F  – невизначені коефіцієнти, cc  – оз-
начає комплексно спряжену величину до попередніх 
виразів.
Підставляючи далі (12) та (15) в (11) і прирівнюючи 
вирази при однакових функціях, приходимо до двох 
незалежних систем рівнянь відносно інших невідомих 
коефіцієнтів.
Система відносно коефіцієнтів 10 10 10 1 1B , C , E , D , F , 
отримана прирівнюванням виразів при функції ie θ є 
несумісною [16], причому її умова розв’язуваності, за 
умови, що 1D 0= , має вигляд
1 1,t ,x
A 'A 0+ ω = , (16)
де d dkω = ω′  – групова швидкість. В результаті знай-
дено неаналітичні вирази для всіх невідомих коефі-
цієнтів [16]. Нижче наведемо вирази для відхилення 










(1 )k Tk cth(kh )





  − ρ + − ω




( )2 4 3 202i 2
02 0 2 3
2 0 2
0.5 (k T k )
e A cc
ch(kh ) (k T k )sh(kh )
θ
ω ω − +
η = Λ + +
ω − +
.
Умова розв’язуваності третього наближення має 
вигляд
2 2 1 1
2
1 ,t 2 ,x 3 ,x x 4W A W A W A W A A 0+ + + = , (18)
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де iW (i 1,4)=  коефіцієнти, що залежать від 
( )1 2 0k, , , h , h , T, Tρ ω , які мають досить громіздкий ви-
гляд і отримані за допомогою пакетів символьних 
обчислень.
5. 2. Еволюційні рівняння обвідних
Знайшовши вираз для 
22d dkω = ω′′ , умову розв’язува-
ності третього наближення (18) можна записати у вигляді
2 2 1 1
2
,t ,x ,x xA A 0.5 A iIA A+ ω − ω =′ ′′ .  (19)
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n 1
A A O( ), A
A O( ), A A O( ),
=
=
= α + α =





де похідні A,tnта 
n,x
A  визначають внесок членів порядку 
nα  у загальне значення похідних ,tA  та ,x .
Помножимо співвідношення (16) та (19) на α  та 2α  
відповідно, та додамо одне до одного. Враховуючи (20), 
отримаємо шукане еволюційне рівняння обвідної на 
поверхні контакту двох рідких шарів
2 2
,t ,x ,xxA A 0.5 A i IA A+ ω − ω = α′ ′′ . (21)
Враховуючи співвідношення (13) та використовую-
чи рівняння (21) легко отримати еволюційне рівняння 
на вільній поверхні. Воно матиме вигляд 
0 0 0 2 0 2 0
,t ,x ,xx 0A A 0.5 A i I (A ) A+ ω − ω = α′ ′′ , (22)
де 
( )22 32 0 2
0 4






Таким чином, виведені еволюційні рівняння об-
відних хвильових пакетів на поверхні контакту та на 
вільній поверхні для досліджуваної задачі [18].
6. Обговорення результатів проведеного дослідження 
та аналіз форми хвиль
Відхилення поверхні контакту враховуючи (7), (12) 
та (17) можна записати у вигляді









(1 )k Tk cth(kh )




  − ρ + − ω
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Видно, що для визначення форми поверх-





( , k, h , h ,T, T )
L
Λ ρ = , який є дробом [17]. Знак вели-
чини Λ змінюється за умови переходу через криву L1=0, 
вздовж якої 1 2 0( , k, h , h , T,T )Λ ρ =0, або при переході 
через криву 2L 0= , вздовж якої 1 2 0( , k, h , h , T, T )Λ ρ → ∞.
Графіки 1L 0=  та 2L 0=  зображені на рис. 1 для 
фіксованого значення товщини верхнього шару 2h 1=  
і товщини нижнього шару 1h 10= . Як бачимо, криві 
розбивають площину ( , k)ρ  на чотири області. В об-
ластях , 3S , 4S  – 1 2 0( , k, h , h , T, T ) 0Λ ρ > , а в області 
1S  – 1 2 0( , k, h , h , T, T ) 0Λ ρ < . Це означає, що в областях, 
де 1 2 0( , k, h , h , T, T ) 0Λ ρ > , відбуватиметься затуплення 
підошов та загострення гребенів хвильового пакету, а 
в областях, де 1 2 0( , k, h , h , T, T ) 0Λ ρ <  – навпаки.
Рис.	1.	Області	знакосталості	Λ
На рис. 2, 3 представлені перші дві гармоніки 1(x, t)η  
та 2(x, t)η  та відхилення вільної поверхні (x, t)η  за таких 
значень параметрів 0.1α = , 1h 10= , 2h 1= , 0T 0.001= , T 0= , 
t 0= , a 1= , 0.96, k 1.96ρ = =  (рис. 2) та 0.1, k 1ρ = =  (рис. 3).
Якщо розглядати розв’язок (23) за умови модуля-
ційній стійкості в момент, коли вже відбувся баланс лі-
нійності і дисперсії, тоді відхилення поверхні контак-
ту (x,t)  є сумою двох косинусоїд, амплітуда першої 
гармоніки значно більше за амплітуду другої. Якщо 
1 2 0( , k, h , h , T, T ) 0Λ ρ > , то максимуми 1(x, t)η  та 2(x, t)η  
співпадають (рис. 2, а), а мінімум 1(x, t)η  накладаєть-
ся на наступний максимум 2(x, t)η . Отже, в областях 
2S , 3S , 4S  хвиля має -образну форму, як на рис. 2, б. Як 
бачимо на рис. 2, б накладання мінімумів першої гар-
моніки та максимумів другої гармоніки призводить до 
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Якщо 1 2 0( , k, h , h , T, T ) 0Λ ρ < , то максимум 1(x, t)η  
співпадає з мінімумом 2(x, t)η  (рис. 3, а), а мінімум 
1(x, t)η  співпадає з наступним мінімумом 2(x, t)η . Та-
ким чином, в області 1S  поверхня контакту (x, t)η  має 
-образну форму (рис. 3, б). Отже, накладання міні-
мумів перших двох гармонік веде до загострення підо-




1 2 0( ,k,h ,h ,T,T ) 0Λ ρ < : а	–	перші	дві	гармоніки	 1(x,t)η 	та	
2(x,t)η ;	б –	 1 2(x,t) (x,t) (x,t)η = η + αη
Рівняння, яким визначається форма хвильово-
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Як і в випадку поверхні контакту, на вільній поверх-
ні для визначення форми вільної поверхні 0(x,t)η  важ-
ливий знак величини 10 1 2 0
2
M
( , k, h , h , T, T )
M
Λ ρ = , який 
 
змінюється за умови переходу через криву M1=0, вздовж 
якої 0 1 2 0( , k, h , h , T, T )Λ ρ =0, або при переході через кри-
ву M2=0 вздовж якої 0 1 2 0( , k, h , h , T, T )Λ ρ → ∞. Графіки 
1M 0=  та 2M 0=  зображені на рис. 4 для фіксованого 
значення товщини верхнього шару 2h 1=  і товщини 
нижнього шару 1h 10= .
Як бачимо, криві розбивають площину ( , k)ρ  на шість 
областей. В областях S1, S3, S5 – 1 2 0( , k, h , h , T, T ) 0Λ ρ > , а 
в областях S2, S4, S6 – 1 2 0( , k, h , h , T, T ) 0Λ ρ < .
Якщо 1 2 0( , k, h , h , T, T ) 0Λ ρ < , то максимум 01(x, t)η  
співпадає з мінімумом 02(x, t)η , а мінімум 01(x, t)η  
співпадає з наступним мінімумом 02(x, t)η . Таким чи-
ном, в областях S2, S4, S6 поверхня контакту 0(x, t)η  має 
-образну форму. 
Якщо 1 2 0( , k, h , h , T, T ) 0Λ ρ > , то максимуми 01(x, t)η  
та 02(x, t)η  співпадають, а мінімум 01(x, t)η  накладаєть-
ся на наступний максимум 02(x, t)η . Отже, в областях 
1S , 3S , 5S  хвиля має -образну форму.
Рис.	4.	Області	знакосталості	 0Λ
7. Висновки
Під час аналізу поширення хвильових пакетів в 
двошаровій гідродинамічній системі «шар з твердим 
дном – шар з вільною поверхнею» були отримані еволю-
ційні рівняння обвідних хвильових пакетів на поверхні 
контакту двох рідких шарів та на вільній поверхні. Ви-
ведені еволюційні рівняння є нелінійними рівняннями 
типу рівняння Шредінгера другого порядку.
Аналізуючи форму внутрішніх та поверхневих хвиль 
було виявлено вплив урахування другого наближення, 
що призводить до появи областей, в яких хвилі мають 
різну форму. Так, наявні області, в яких є затупленою 
підошва та загострений гребінь, а також області, де спо-
стерігається протилежна картина. Відмітимо, що дані 
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